Solutii — clasa a X-a

1. AVCm: ﬂ.i_l_i E 2\,"?1, ...... ,ﬂ-n +1=2 'I'ﬂ._n,
de unde aysa t...... ta,+n = 2(ya; + - +4ay)

Daca am avea si
— —
'\'Iﬂ'i +"'+'\|'ﬂ‘?‘z E']"]_ y

prin adunare rezulta inegalitatea ceruta.

Se presupune deci ca
Jag +e+fa, <n
Avem |=Stfnttfetn 5 TG a )Y,

de unde ay.a+...... +a, = 1.

Darcum a; +--+a,+ a1a; ..a, =n +1,
Rezulta a, +a,+--+a, =nsidaca
ay+a+-+a,=n> Ja + -+ [a,

2. Avem ca f(xyz)=f(xy)*{(z)+k=t(x)*f(y)*{(z) + kf(z)+k.

Simultan, avem insa f(xzy)=f(xz)*f(y)+k=1f(x)*f(z)*f(y)+kf(y)+k.

Deci, cum f injectiva, obtinem k=0.

Observam ca f(1)=F(1)=f*(-1).

Daca f(1)=0, atunci f(x)=0 pentru orice x contradictie cu injectivitatea.
Daca f(1)=-1, atunci f(x)=-f(x) deci f(x)=0 pentru orice x contradictie.
Deci f(1)=1, atunci cum [f(-1)|=1 si f(1)=1 si 1%-1 atunci f(-1)=-1, deci f(-
x)=-1(x) contradictie

3. Functie f:R—~R, f(x)=x"+2este strict crescitoare.

Se observa cd ecuatia se poate scrie f(f(x))=x si se aratd ce aceasta este
. g . 5

echivalenta cu f(x)=x, care are solutiile x,;=1, X, ;=-1+=.

4.

1| Ludm z,=0 si z, = R(cosa+i-sina), z,=R(cosp+i-sinp),

ze = R(cosy+i-siny).

Avem d’ =|z, —zC|2 =R [(cosB—cosy)2 +(sinB—siny)2} = 0,5p

=2R*[1-cos(B—y)] (1). Permutari ciclice.

2:z,=z,+z,= R[(cos[3+cosy)+i-(sinB+siny)] etc 0,25
p

Cautam D e BC, incat 4D 1 BC, adica rell, astfelca z,=¢-z,+ Ip




+(1-1)-z.. Gasim 2a° -1 =a’+b* —c* sl apoi 2a2-zD:(a2+b2—c2)-zB

+(a2—b2+cz)-zc.

Urmeaza 4a’-z,, =2a’ -ZA+(az+bz—cz)-zj_,;+(a2 —b2+c2)-zc

0,25

Totg

Un punct X al dreptei 4'D' este dat de k<), astfel incat z, =k-z,. +
+(1-k)-z,, adicd 4a* -z, :2a2k-ZA+[2a2+k-(b2—a2—cz)]-zB+
28 +ko (=’ =0") |z (2)

Variante. Se poate impune coliniaritatea punctelor B',E',K, eventual
exprimand aria triunghiului B'E'K. Se poate rationa sintetic:
concurentd in triunghiul 4'B'C' a izotomicelor inaltimilor.

O exprimare similara este datd de h e, astfel ca 4a° -z, =2a°h-z, +
+[2b2 +h -(a2 -b’ —cz)]-zA + [2b2 +k'(6‘2 ~a’ —bz)]-zc. Cele doua
exprimari coincid daca h(—a’ +b” +¢*)+2kb* =257,

2ha’ Jrk(a2 -b’ +c2) =2a".

Se poate evidentia consecinta (h+k)(a* +5> +c*)=2(a* +5°).

Eliminand # gasim k(a’+b*+c’)=24" (3) si urmeaza (@’ +b>+c*) -z,

=a’-z,+b>-z,+c’ -z, (4). Simetria relatiei asigura si celelalte coliniar

Se observa ca punctul K este al lut Lemoine. Aceastd observare poate
substitui oricare
dintre cele 3 etape dar nu poate fi notata decat cu 1 punct.

3p

Folosind (3) avem K e(4'D'< k>0, evidentd i Ke(D'd' < k<l

b+t >al

Cu OK =|z,| relatia (4) da OK* = (az cosa +b’cosB+c’ cosy)2 +

: . .\
+(a2 sino + b”sin + ¢ smy) =a*+b"+c* +2a’h* cos(a—B)+

+2a’c’® cos(o—7v)+2b°c* cos(B—7v).Folosind (1) deducem relatia din enun




